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Mecanica Estadistica
15/05/2026

Cuestiones
1. (1 punto) Volumen fésico y densidad de estados. Obténgase el volumen fésico y la densi-

dad de estados de un péndulo simple de masa m y longitud [ en el régimen de pequenas
oscilaciones. Adéptese como origen de potenciales el punto més bajo de su trayectoria
de modo que V(0) = mgi(1 — cos@).

. (1 punto) Teoria de fluctuaciones de Einstein. En un experimento consistente en lanzar

N monedas no trucadas, obténgase el nimero de microestados con n caras, I'(n), y la
entropfa del sistema en dicho estado, S(n). Aplicando la teoria de fluctuaciones de Eins-
tein obténgase la probabilidad de un microestado con n caras, P(n). jA qué distribucién
de probabilidad corresponde? Demuéstrese, aplicando la aproximacién de Stirling a este
resultado, que en el lfmite N,n — oo la distribucién de la fraccién de caras z = n/N

tiende a:
P(z) o exp [—2N ( - %)!]

Nota: Para la tltima demostracién resulta itil escribir n = N/2 + én, aplicar la apro-
rimacién de Stirling y retener todos los términos de segundo orden en la fluctuacién
on.

. (1 punto) Factorizacién de la funcién de particién. Demuéstrese la factorizacién de la

funcién de particién canénica de un sistema de particulas idénticas, independientes y dis-
tinguibles (localizadas). Obténgase, a partir del resultado anterior, la funcién de particién
de partfculas indistinguibles en el lfmite diluido.

. (1 punto) Plasma. Considérese un plasma de electrones e iones positivos en equilibrio

térmico a temperatura T = 10* K, contenido en un volumen V' y de densidad electrénica
ne=N/V =10% e~ m™3,

i) Calciilese la longitud de onda de de Broglie de los electrones en las condiciones
sefialadas y, a partir de esta, justifiquese si los electrones del plasma pueden descri-
birse mediante la estadfstica cldsica de Maxwell-Boltzmann.

ii) En caso afirmativo, obténgase la funcién de particién canénica del gas ideal de
N, electrones indistinguibles suponiendo que cada electrén estuviese sometido a un
potencial efectivo constante (Uyr) asociado a su interaccién con el resto del sistema.

iii) Calciilese la energfa interna de los electrones del plasma.

Problemas

1. (1,5 puntos) Evolucién hacia el equilibrio de un sistema de spines. Considérese un sis-

tema de N espines 1/2 localizables (por ejemplo, asociados a los iones de un cristal),
presencia de un campo magnético aplicado H y en contacto con un termostato que le
impone una temperatura canénica 7.

i) Escribase el valor medio de la magnetizacién del sistema de espines, (M), en fun-
cién del valor medio de la magnetizacién de un espfn dado, (u). Justifiquese esta
factorizacién de (M).

ii) Escribase la evolucién temporal de (M)(t) en funcién de las probabilidades p, () y
p-(t) de orientacién de cada espfn individual.

iii) Escribanse las ecuaciones maestras canénicas que gobiernan la evolucién temporal
de p.+(t) y p-(t) suponiendo que las probabilidades de transicién entre los microes-
tados individuales son wy_ y w_4.

iv) ;Cudl es la relacién entre wy_ y w_47
v) Calcilese d{M)(t)/dt en funcién de las probabilidades de transicién individuales.

vi) Calcilese el valor medio (M)(t) en funcién de (M)(0) y el valor de dicha magneti-
zacién a tiempos muy largos ¢ — co.

. (1,5 puntos) Principio de entropia mdrima y distribucién de Pareto. En sistemas :;umple-

jos (Fisica, Economfa, Biologfa...) es muy frecuente la ocurrencia de leyes de distribucién
de probabilidad potenciales, p(z) o |z|™®, asociadas a ocurrencia de eventos extremos e
invariancia de escala. Asi, por ejemplo, en Economfa la probabilidad de que un individuo
tenga una riqueza o un ingreso w; sigue la distribucién de Pareto:

- we
.P(Wi)=aw_f'::._.{ Wi 2 Wanin,
;

donde o es el indice de desigualdad y wp, 1a renta minima.

Para estudiar este fenémeno, considérese una economfa formada por N individuos cada
uno de los cuales puede estar en un nivel de riqueza w;,2 = 1,2... (variable aleatoria
discreta) con una probabilidad {p;} = {p(w;)}. Supongamos que la economia se encuentra
en una situacién en la que la riqueza media global estd fijada, (w) = cte. Calcilese la
distribucién {p;} 6ptima aplicando el principio de entropia méixima de Jaynes a las
medidas de informacién:

i) S{y} = —-kZp;lnp; Boltzmann-Gibbs-Shannon
B

’ 1-3 9] :

i) S.{p) = kq—_z{—* Teallis

 Cudl de los dos resultados obtenidos permite recuperar la distribucién de Pareto de ren-
ta? Obténganse, en ese caso, los multiplicadores indeterminados de Lagrange en términos
de los parametros de la distribucién de Pareto.



3. (1,5 puntos) Condensacién de Bose-Einstein. Obténgase la densidad de estados y la Relaciones mateméticas de posible utilidad:

fraccién de bosones condensados en el estado fundamental de un sistema de bosones
de masa m y spin s en situacién gran-canénica en los siguientes casos: i) partfculas no Aproximaciones e % dy — I ('3' +1)
relativistas en una caja de volumen V/, ii) particulas ultrarrelativistas en una caja d a™t!
g , caja de InN!~ NInN — N; para N - o0 o
volumen V (mec? < pc), iii) bosones no relativistas en un potencial arménico tridimen- sl
sional anisétropo de frecuencia promedio & = (wzwyw;)*/3. Represéntese graficamente la | (—-1)""""1 » /n e* — ldz =T(n+1X(n+1), paran >0
fraccién condensada de bosones Ny/N frente a la correspondiente temperatura reducida In(1+az) = E (az) © n
T'/Tg en los tres casos anteriores y coméntese el resultado. ( ) Lok (1-2""I'(n+1)(n+1)
az)” 0
4. (1,5 puntos) Termodindmica del gas ideal de fermiones. Considérese un gas ideal dege- In(1-az) = - Z i para <z <1 [ sin(nz)
nerado de N fermiones de spin s = 1/2 en un recinto bidimensional de 4rea A en dos : - ./“' p—— =1
casos diferentes: no relativista y ultrarrelativista. Funcién I’ Bl
: -1 _-—=z g — ™ —n/2-1/2 n+1
1) Calciilese la densidad de estados, gnr(€) ¥ gur(€), para ambos casos. I'(z) = f z" e dz; / z'e™ dz 9 r 2 )
ii) Calciilense las capacidades calorificas para el gas en ambas situaciones, CNR y CUR, I'(z+1) =2l (z); Varios
Nota: Supdngase que tnicamente contribuyen a la capacidad calorifica los fermiones I'(n+1)=n! VneN Volumen de una hiperesfera de radio r
situados en una banda de anchura de orden kgT en las inmediaciones de la energia 1 (2n)! D dimensiones:
de Fermi. r (5 +n) = 1"(n)) V7, VneN D D2
iii) W,dmmdeeﬂtaapmwdn,latemperaturaﬂpa.ralacualaetendrfa Funcién ¢ de Ri VD_I‘(D/2+1)
iv) Disciitase bajo qué condiciones la temperatura T, obtenida tendria significado fisico o (N = Z A" Funcién de Langevin
dentro de la aproximacion utilizada. n=1 n* 1
o0 L(I) - Mth(ﬂ:) iy

gi(1) = Z =¢(k) ; (1) o0
dgk A _1. o

Teorema multinomial

dA _A o =
. el --ne
C(g) ~ 2,61 ; C(2]=§ =
"4 N N
@~ 5 (@)=1 @i =3 (3 )av= () =2
n=0 " n=0 .
o0 A"
fi) =) (- = +  Constantes fisicas de interés
Integrales ks = 1,38 107% J/mol K Cte. Boltzmann
h = 6,63 107 kg m?s™! Cte. Planck
_u(:'ﬁ)’d&"— ™
L5 . T b me = 9,110~ kg masa del electrén
i —27
me‘“’*‘“‘*“’dz: EE:ﬂ m,, = 1,6‘?4910_:"113 masa del neutrén
—-00 a m, = 1,6726 10 kg masa del protén
. o n+1 e = 1,6107" C carga del electrén
n— I € ) Iﬂ+2—' I“ o .
0 20x ¢ = 310°ms™! velocidad de la luz
1 e dt = erf(z) v = 5,05107% J T™' magnetén nuclear
VAL - pup = 9;2710% J T~ magnetén de Bohr
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